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,Die Philosophie ist in dem grofen Buch niederschrieben, das
immer offen vor unseren Augen liegt, dem Universum. Aber
wir kdnnen es erst lesen, wenn wir die Sprache erlernt und uns
die Zeichen vertraut gemacht haben, in denen es geschrieben
ist. Es ist in der Sprache der Mathematik geschrieben, deren
Buchstaben sind Dreiecke, Kreise und andere geometrische
Figuren; ohne diese Mittel ist es dem Menschen unmoglich,
auch nur ein einziges Wort zu verstehen; ohne diese ist es ein
unnitzes sich im Kreise drehen in einem dunklen Labyrinth.”
Galileo Galilei (1623)

Galilei, G.: IL Saggiatore, Florenz 1933, S. 232 (Ubersetzung: Porz 1994, S. 88)

Vorwort

Um zu »erkennen, was die Welt im Innersten zusammenhélt« (Goethe), gehort zu-
nachst einmal die Anschauung, derzufolge nicht nur Himmelskérper wie Erde und
Mond sich gegenseitig anziehen, sondern auch jene, die wir aus unserer alltaglichen
Erfahrung als irdische Korper kennen, die wir tagtaglich benutzen, bearbeiten oder
wie auch immer verwenden. Zur Férderung dieser Anschauung soll unser, tber das
Internet live nachvollzieh- und browsersteuerbare Cavendish-Experiment beitragen.
Es ist in der Sprache der Naturwissenschaft und Technik geschrieben: in Form von
Webcam-Live-Bildern, Zeichnungen, Graphiken, Versuchsdaten, Diagrammen, usw.
Die andere Seite der Erkenntnis-Medaille ist das Denken, das uns kritische
Reflexionen ermodglicht und die Theorien und Gesetze Uber die wahrnehmbaren
Gegenstande formulieren lasst. Sie sind unserem Geist entsprungen — Geisteswis-
senschaften wie Linguistik und Mathematik liefern dazu die Instrumente. Das
Gravitationsgesetz ist in der »Sprache der Mathematik« (Galilei) geschrieben. Sie
ermoglicht uns, selbst komplexe Sachverhalte in symbolischer Form kurz und knapp
und mit groBer Prazision darzustellen. Damit tragt sie auch zum Verstehen der
beschriebenen Zusammenhange bei. So haben ich versucht, auch das Newtonsche
Gravitationsgesetz aus heutiger Sicht in der Sprache der Mathematik aus seinen
historischen und logischen Entstehungszusamenhangen heraus moglichst prazise zu
rekonstruieren. Ob ich dabei den gedanklichen Konstruktionen Newtons hinreichend
genau gerecht geworden sind, sei dahingestellt. Ich war mir bewusst, dass wir damit
auch eine Reihe offener Fragen hinterlassen. Widerspruch, Korrekturen und sonstige
sachdienliche Beitrage sind ausdriicklich erwiinscht. Einige selbstkritische Hinweise
finden Sie in unseren »Kritischen Anmerkungen zur Herleitung des Gravitations-
gesetzes« im Kapitel 2.1.

Erstellt wurde diese Ausarbeitung im Zusammenhang meiner Mitarbeit in dem Pro-
jekt »Webgesteuerte Gravitationsdrehwaage« der Heinrich-Emanuel-Merck-Schule in
Darmstadt. Dazu mehr auf der Webseite www.gravitation.hems.de.

Jochen Sicars 3. April 2020


http://gravitation.hems-renewables.de/home/titel/
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1. Herleitung des Gravitationsgesetzes

1.1 Newtons Problemreduktion

»Die Schwere kommt allen Kérpern zu, und ist der in jedem enthaltene Menge der Materie
proportional.«, so beschreibt Isaac Newton (1643-1727) in seinen Principia die universelle
Anziehung aller Massen.! Ein kurzer Blick auf den klaren Nachthimmel (Bild 2) macht deut-
lich: Selbst wenn nur die Korper, die man dort sieht, sich alle gegenseitig anziehen (Bild 1),
wie soll dann bei dieser schier unendlich erscheinenden Zahl von Massen die GréR3e jener
resultierenden Kraft bestimmt werden, mit der ein einzelner Kérper von allen anderen
Massen des Universums angezogen wird? Dies »libersteigt, wenn ich nicht irre, die Mog-
lichkeiten des menschlichen Geistes insgesamt.« (Newton)?

Newton hat dieses Mehrkorper-Problem auf ein Zweikdrper-Problem reduziert, indem er
aus dem universellen Naturzusammenhang zwei Korper isolierte, ndmlich Erde und Mond,
und sich auf die Wechselwirkung zwischen diesen beiden Kérpern konzentrierte.3

Zugleich hat er in einem weiteren Schritt von der wahrnehmbaren Wirklichkeit abgesehen:
Er nahm vereinfachend an, dass die rdumliche Ausdehung des Mondes (Durchmesser:
3 476 km) aufgrund seiner grofRen Entfernung zur Erde (ca. 384 000 km) vernachlassigbar
klein sei, d.h. fir Newton war der Mond eine punktformige Masse (Massepunkt-Modell),
die sich auf einer nahezu kreisférmigen Bahn um die Erde bewegt (siehe Bild 3).

Fazit: Jeder, der den Mond in einer klaren Vollmondnacht einmal genauer in Augenschein
genommen hat, diirfte es schwer fallen, sich den Mond als Punkt vorzustellen. Gleichwohl:
Nur unter der Voraussetzung, die Wirklichkeit so zu beschreiben, wie wir sie nicht wahr-
nehmen, war es Newton moglich geworden, ein Gesetz lber die die GroRRe der Gravitati-
onswirkung zwischen Kérpern zu formulieren.

Bei der nachfolgenden Herleitung des Gravitationsgesetzes betrachten wir Erde und Sonne
ebenfalls als von anderen Himmelskorpern isolierte und unbeeinflusste Elemente eines
Zweikorper-Modells. Auch diese beiden Kérper kdnnen wir uns aufgrund der GréRenver-
héltnisse jeweils auf einen Massepunkt komprimiert denken, denn der Durchmesser der
Sonne ist mit 13,927 Millionen km Gber 100 mal kleiner als die Entfernung zwischen Sonne
und Erde (149,6 Millionen km) und die Erde ist noch einmal Gber 100 mal kleiner als die
Sonne.

1.2 Newtons Gravitationsgesetz von 1686

In seinem 1686 erschienen Hauptwerk »Mathematische Prinzipien der Naturlehre« schreibt
Newton (Bild 4) Uber die Bestimmung der GréRe der Anziehungskraft zwischen zwei
kugelférmigen Kérpern und (Bild 5):

»Die bewegende Kraft, durch welche jede beliebige Kugel gegen eine andere hinge-
zogen wird und welche man bei Kérpern auf der Erde gewohnlich das Gewicht nennt,
verhalt sich wie das Produkt der in jeder der beiden Kugeln enthaltenen Materie,
dividirt durch das Quadrat des Abstandes zwischen beiden Mittelpunkten ... . Die
beschleunigende Kraft, durch welche jede Kugel nach Verhaltniss ihrer Materie gegen
die andere hingezogen wird, verhilt sich wie die Menge der Materie in dieser anderen
Kugel, dividirt durch das Quadrat des Abstandes beider Mittelpunkte ... . Hat man dies
gehorig eingesehen, so wird man leicht die Bewegungen der Himmelskdrper unter sich
bestimmen kénnen.« (Principia, Uber das Weltsystem, § 26)

Demnach ist die GroRRe der Anziehungskraft F proportional zu den Massen m; und m;, der
sich gegenseitig anziehenden Kérpern und umgekehrt proportional zum Quadrat des
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Alle Massen ziehen
sich gegenseitig an.
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Bild 1: »Alle Massen ziehen sich
gegenseitig an.« (Newton)

Bild 2: Sternenhimmel tiber Arosa
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Bild 3: Der Mond als Massepunkt
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Bild 4: Isaac Newton (1643-1727)
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Bild 5: Newtons Zweikorper-
Modell

Newton, Isaac: Mathematische Prinzipien der Naturlehre, London 1726 (3. Ausgabe), hrsg. von Jakob Philipp Wolfers in deutscher Ubersetzung,

Berlin 1872 (Verlag von Robert Oppenheim), Nachdruck: Darmstadt 1963 (Wissenschaftliche Buchgesellschaft). Druck der lateinischen Erstausgabe:

London 1687, S. 392 (lIl. Buch, & 9).

Newton, Isaac: De Motu (1684): zit. nach: Cohen, I|. Bernard: Revolutionen in der Naturwissenschaft, Frankfurt a. M. 1994, S. 252.

Vgl. Bulthaup, Peter: Zur gesellschaftlichen Funktion der Naturwissenschaften, Frankfurt am Main 1973, S. 39 f. sowie S. 97 und 103 sowie Cohen

(1994), a.a.0., S. 248 (Massepunkt-Modell) u. 252 f. (Mehr-Korper-Problem).


http://de.wikisource.org/wiki/Mathematische_Principien_der_Naturlehre/Weltsystem
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Abstands r ihrer Mittelpunkte (Bild 5). Die Darstellung dieses Gesetzes als Formel mit den
heute Ublichen Formelzeichen ist in Gleich. [1] angegeben.

Wie sich diese Formel aus den im nachsten Abschnitt ndher beschriebenen Voraus-
setzungen herleiten l3sst, wird Gegenstand der nachfolgenden Abschnitte sein.?

1.3 Historische Voraussetzungen des Gravitationsgesetzes

Newton konnte bei seiner Begriindung des Gravitationsgesetzes auf folgende theoretische
Voraussetzungen zurlickgreifen:

1. Die erstmals von Galileo Galilei getroffene Unterscheidung von gleichférmiger und
beschleunigter Bewegung und die von ihm auf dieser Grundlage entwickelten
Kinematik-Gesetze der geradlinigen Bewegung (1638).

2. Die von Johannes Kepler entdeckten kinematischen Gesetze der Planetenbewegung
(Keplersche Gesetze von 1609).

3. Die von Newton selbst unter Bezugnahme auf Arbeiten von Christian Huygens und
Robert Hooke erarbeiteten kinematischen Gesetze der Kreisbewegung zur Bestim-
mung der Bahngeschwindigkeit v und Zentripetalbeschleunigung a, (um 1673).

4. Die ebenfalls von Newton in seinem Hauptwerk dargelegten Axiome (Grundséatze)
seiner Theorie der Bewegungen und ihrer Ursachen (1686).

Im Einzelnen ging es dabei insbesondere um folgende physikalische Bestimmungen:

e Die Newtonschen Axiome der Mechanik (Grundsatze)

1. Axiom (Tragheitsprinzip): Ein Kérper beharrt im Zustand der Ruhe oder der gleich-
formigen geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Krafte gezwun-
gen wird seinen Zustand zu dndern.

2. Axiom: Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft pro-
portional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher
jene Kraft wirkt.

Aus F ~ a folgt mit m = const. das Dynamische Grundgesetz (Gleich. [2]) zur Berech-
nung der GrolRRe einer Kraft F, die einem Korper mit der Masse m die Beschleunigung
a verleiht.

3. Axiom (Wechselwirkungsprinzip): Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich,
oder die Wirkungen zweier Kérper auf einander sind stets gleich und von entgegen-
gesetzter Richtung.

® Kinematik der Kreisbewegung eines Massepunktes

Bei einem vollstandigen Umlauf legt der auf einer Kreisbahn rotierende Képer wah-
rend der Dauer T eines Umlaufs einen Weg von s=2 -7t - r (Kreisumfang) zurick.
Damit ergibt sich fiur die Berechnung der Bahngeschwindigkeit v eines Massepunktes
auf einer Kreisbahn mit dem Radius r und der konstanten Umlaufdauer T die in
Gleich. [3] angegebene Formel.

Jeder auf einer Kreisbahn sich bewegender Kérper muss in jedem Moment zum
Zentrum der Kreisbahn hin beschleunigt werden, um auf der Kreisbahn zu bleiben.
Fir diese Zentripetalbeschleunigung a, gilt nach Newton (Principia, § 18, Zusatz 1)
die in Gleich. [4] angegebene Formel. Setzt man in Gleich. [4] fir die Bahngeschwin-
digket v die Gleich. [3] ein, so ergibt sich fur die Zentripetalbeschleunigung a, die

Formel in Gleich. [5].°

ml'mz

I,2

F

Gleich. [1]: Newtonsches Gravi-

tationsgesetz

Bild 6: Titelblatt der »Principia«
von 1686

F=m-a

Gleich. [2]: Grundgesetz der
Dynamik

2-m-r
T
Gleich. [3]: Bahngeschwindigkeit
a, = V2
Zor

Gleich. [4]: Zentripetalbeschleu-
nigung. Setzt man fir die Bahn-
geschwindigkeit v die Gleich. [3]
ein, so ergibt sich:

4.1 v
aZ:T

Gleich. [5]: Zentripetal-
schleunigung

4 Vgl. Leifi-Physik: NEWTONs Herleitung des Gravitationsgesetzes. Anmerkung: So hat Newton sein Gesetz nicht hergeleitet! Gleichwohl stimmt

diese Darstellung mit der unseren in einigen Teilen Giberein. Weiteres dazu im Kapitel 2.
5

Diese Beziehung wurde 1673 von Christian Huygens erstmals publiziert. Unabhéngig davon hatte Newton sie bereits einige Jahre zuvor auch

aufgestellt, allerdings seinerzeit (wie auch Huygens) noch als Wirkung einer Zenrifugalkraft interpretiert. Vgl. Cohen, |. Bernhard: Newtons

Gravitationsgesetz —aus Formeln wird eine Idee, in: Spektrum der Wissenschaft, Mai 1981, S. 111.


http://www.archive.org/stream/unterredungenun02galigoog#page/n2/mode/2up
http://gravitation.hems-renewables.de/plattform/gravitationsdrehwaage/theorie/einfuehrung.html#c2969
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http://de.wikipedia.org/wiki/Robert_Hooke
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http://de.wikisource.org/wiki/Mathematische_Principien_der_Naturlehre/Gesetze
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e Kepler-Konstante der Planetenbewegung

Nach dem 3. Gesetz von Johannes Kepler (1571-1630) verhalten sich die Quadrate der
Umlaufzeiten T; und T, zweier um einen gemeinsamen Zentralkdrper sich bewegen-
der Himmelskorper wie die Kuben der groRen Halbachsen a; und a; ihrer Ellipsen-
bahnen (Gleich. [6]).

Aus diesem 3. Kepler-Gesetz folgt, dass fiir ein und denselben Zentralkorper (z.B. die
Sonne) der Quotient T12/ a3 =T,2/ a,3=... fir alle ihn umkreisenden Umlaufkérper
(Planeten) den gleichen Betrag hat und von daher konstant ist. Daher wird dieser in
der Gleich. [7] angegebene Quotient auch als Kepler-Konstante C bezeichnet:

T2

a3

C Gleich. [7]: Kepler-Konstante

1.4 Weitere vereinfachende Annahmen

Tl2 a13

Tz2 az3

Gleich. [6]: 3. Kepler-Gesetz

Bild 7: Johannes Kepler (1571-
1630)

Wir gehen bei der Herleitung des Gravitationsgesetzes von folgenden vereinfachenden Annahmen aus:

® Die rdumliche Ausdehnung der Kérper mit den Massen m; und m, sei im Verhéltnis zum Abstand r vernachlassigbar

klein, d.h. wir betrachten die Kérper als Massepunkte (Massepunkt-Modell).

® Die Bahnen der Umlaufkorper (Planeten oder Trabanten) seien kreisférmig. Damit
kdnnen wir die Halbachse a im dritten Kepler-Gesetz durch den Kreis-Radius r erset-
zen,d.h.eswirda=r.

® Bewegt sich ein Kérper um einen Zentralkdrper wie z. B. die Erde um die Sonne, so
fihrt der Umlaufkoérper in jedem Moment gleichzeitig zwei Bewegungen aus: Eine
beschleunigte Bewegung (Zentripetalbeschleunigung) in Richtung zum Mittelpunkt
des Zentralkorpers und eine gleichférmige geradlinige Bewegung tangential zur Um-
laufbahn (siehe Bild 8).8 Als Ursache der Zentripetalbeschleunigung ist eine in Richtung
Kreiszentrum wirkende Kraft, die sog. Zentripetalkraft, erforderlich, die Ursache der
gleichférmigen geradlinigen Tangentialbewegung ist die Tragheit des Umlaufkorpers.

1.5 Formale Herleitung des Gravitationsgesetzes

Vorbemerkung zur Vorgehensweise

Bei dem von Newton entwickelten Gravitationsgesetz geht es um die Bestimmung der
Kraft, mit der sich zwei Kérper mit den Massen m1 und m2 gegenseitig anziehen. Diese
Kraft wird als Gravitationskraft bezeichnet — oder: Die »Kraft der Schwere« [lat. grave]
eines Korpers, wie es bei Newton heil3t.

Wir gehen bei den folgenden Uberlegungen davon aus, dass jeweils einer der beiden Kor-
per als ruhender Zentralkorper diene, wahrend der jeweils andere als Umlaufkérper den
Zentralkérper umkreise, wie z. B. der Mond die Erde oder die Erde die Sonne.

Annahme 1 (Bild 9): Im ersten Fall sei der Kérper mit der Masse m1 der Zentralkdrper, wie
beispielsweise die Sonne in unserem Sonnensystem, und der Kérper mit der Masse m2 sei
der Umlaufkorper. Er umkreist wie die Erde und die anderen Planeten die im Zentrum
unseres Sonnensystems ruhende Sonne (gr. helios). Deshalb bezeichnen wir diese Annah-
me als »Heliozentrisches Modell« (Bild 9).

Zentral-

kérper
(Sonne)

Bild 8: Zentralkorpersystem
mit einem Umlaufkorper

Zentral-

kérper
(Sonne)

Bild 9: Heliozentrisches Modell:
Korper 1 mit der Masse m; als
Zentralkorper

6 Diese Erkldrung der Planetenbewegung, die 1679 erstmals von Robert Hooke formuliert wurde, hat Newton spater (ibernommen und auf alle
Umlaufbewegungen angewendet. »Am 28. November 1679 schrieb Newton an Hooke, er habe — soweit er sich erinnere — erstmals in dessen Brief
vom 24. November etwas von der Hypothese erfahren, daB sich die Bewegungen der Planeten aus einer direkten Bewegung in Richtung der
Tangente zur Kurve und einer anziehenden Bewegung in Richtung Sonne zusammensetze.« Cohen (1981), a.a.0., S. 102.


http://gravitation.hems-renewables.de/plattform/gravitationsdrehwaage/theorie/gravitationsgesetz.html#c2978
http://gravitation.hems-renewables.de/plattform/gravitationsdrehwaage/theorie/unterrichtsmaterialien/literatur.html#c3246
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Annahme 2 (Bild 10): Danach tauschen wir die Funktionen der beiden Kérper, indem wir
den Kérper mit der Masse m2 als ruhenden Zentralkérper betrachten und den Kérper mit
m1 als Umlaufkorper. Weil wir uns in diesem Fall die Freiheit erlauben, die Sonne mit der
Masse m1 gleichsam um die im Zentrum ruhende Erde (gr. geos) mit der Masse m2 rotie-
ren zu lassen, handelt es sich bei dieser Annahme gewissermaRen um ein »Geozentrisches
Modell« (Bild 10).

Um Missverstandnisse zu vermeiden: Dies ist kein Rickfall in vorkopernikanische Zeiten,
sondern eine modellhafte Veranschaulichung in eher provokativer Absicht. Es ist auch
nicht intendiert, durch den stringenten mathematischen Formalismus in der hier gewéahl-
ten Form der Darstellung den Eindruck zu erwecken, als sei die newtonsche Begriindung
des Gravitationsgesetzes frei von logischen Briichen oder spekulativen Elementen und
Modellen (vgl. dazu das Kapitel 1.1 tGber Newtons Problemreduktion sowie die auch selbst-
kritisch verstandenen Hinweise im Kapitel 2.1 mit einigen Kritischen Anmerkungen zur Her-
leitung des Gravitationsgesetzes) .

»Es ist ebenso verniinftig, eine Art Gefangenschaft durch eine andere
darzustellen, wie irgendetwas, was wirklich existiert, durch etwas, was
nicht existiert.«

Daniel Defoe (1719)8

1.6 Heliozentrisches Modell

Annahme 1: Wir wollen zunichst annehmen, der Kérper mit der Masse m; sei der ruhen-
de Zentralkdrper (Sonne) und der mit der Masse m, der Umlaufkérper (Erde), der sich
periodisch mit der Umlaufdauer T, um den Zentralkdrper mit der Bahngeschwindigkeit
V, auf einer Kreisbahn mit dem Radius r bewegt (siehe dazu die Bilder 9 und 11).

Der Kérper mit der Masse mz1 bt auf den Umlaufkérper m2 eine Gravitationskraft F1 aus,
die als Zentripetalkraft wirkt und den Umlaufkérper in Richtung zum Mittelpunkt des
Zentralkorpers beschleunigt und ihn damit auf der Kreisbahn halt und zugleich verhindert,
dass er sich tangential von der Kreisbahn entfernt.

Fur den Betrag dieser Kraft auf den Umlaufkérper m; gilt gemaR dem 2. Axiom von Newton
das Dynamische Grundgesetz:

®F,=m,-a, mit a,=V,2/r fiir die Zentripetalbeschleunigung und fiir die Bahnge-
schwindigkeit v, = (2 - 7t - r)/T, eingesetzt, ergibt sich fir die Zentriptalkraft F;, mit der
der Zentralkdrper m; den Umlaufkdérper m, anzieht, die Gleichung [8].

® Nach dem 3. Keplerschen Gesetz gilt gemaR Gleich. [7] fur alle um ein und denselben
Zentralkorper sich bewegenden Umlaufkérper (Planeten) die durch den jeweiligen
Zentralkérper (hier m;) bestimmte Kepler-Konstante: T,2/a3 = C,.

® Wegen der angenommenen Kreisform setzen wir auch hier fiir a =r und es ergibt sich
fiir die Kepler-Konstante des Zentralkérpers (m4): Cq=T52/r3.

® Daraus folgt fir das Quadrat der Umlaufdauer T, des Umlaufkérpers m, die Gleich.
[9].

® Wir setzen die Gleichung [9] in Gleichung [8] ein und erhalten fiir die Kraft auf den
Kdrper mit der Masse my: Fi=m, - [(4 - ©2)/(C1 - r3)]-r.

® Nach dem Kiirzen von r ergibt sich Gleichung [10].

Hier ist C; die durch den Zentralkbrper m; bestimmte Kepler-Konstante (siehe
Gleich. [7]).

m Zentral-
2 p
Umlauf- kdrper

korper (Erde)
(Sonne)

Bild 10: Geozentrisches Modell:
Kérper 2 mit der Masse m, als
Zentralkorper

Umlauf-
korper
(Erde)

Zentral-
korper
(Sonne)

Bild 11: Zentripetalkraft F, auf
den Umlaufkérper m,

4.7t
2
2

F]_:mz’ ’r

Gleich. [8]: Zentripetalkraft F;
auf den Umlaufkérper m,

T, =C,-1°

Gleich. [9]: Umlaufdauer T, des
Kérpers m,

FAT My
1= 2
r

C

Gleich. [10]: Kraft F1, die mq
auf my ausiibt

Eine vergleichbare Voraus-Setzung finden wir auch bei Newton. So ging er bei der Berechnung der auf den Mond wirkenden Kraft von der

»Hypothese aus, dass die Erde ruhe.« Principia, a.a.0., S. 387. Vgl. Kuhn, Wilfried: Physik, Band Il A: Mechanik, Braunschweig 1979, S. 163 ff.

(Rowohlt), S. 5.

Defoe, Daniel: Das Leben und die seltsamen Abenteuer des Robinson Crusoe (1719), zit. nach: Camus, Albert: Die Pest, Reinbek bei Hamburg 1998
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1.7 Geozentrisches Modell

Annahme 2: Nach dem 3. Newton-Axiom erzeugt jede Kraft stets eine gleich groRe, aber
entgegengesetzt gerichtete Gegenkraft. Diese Kraft ist ebenfalls eine Gravitationskraft und
wirkt auf den Korper mit der Masse mj. Aufgrund dieser Wechselwirkung erscheint es
zul3ssig, die Anordnung einfach umzukehren und von der umgekehrten Annahme auszu-
gehen, dass der Korper mit der Masse m, als »Erde« der ruhende Zentralkorper sei,
wahrenddessen sei der Kérper mit der Masse my jetzt als »Sonne« der Umlaufkérper, der
sich periodisch mit der Umlaufdauer T; um den Zentralkérper mit der Bahngeschwin-
digkeit v auf einer Kreisbahn mit dem Radius r bewege (siehe dazu die Bilder 10 und 12).

Jetzt erfillt der Kérper mit der Masse m, die Funktion des Zentralkérpers und tbt auf den
Umlaufkdrper mj eine Gravitationskraft F, aus, die als Zentripetalkraft F, den jetzigen
Umlaufkdrper mq in Richtung Mittelpunkt des Zentralkdrpers beschleunigt, ihn damit auf
der Kreisbahn halt und zugleich verhindert, dass sich der Umlaufkérper tangential von der
Kreisbahn entfernt.

Fir den Betrag dieser Kraft auf den Umlaufkdrper m4 gilt auch hier gemaR dem 2. Axiom
von Newton das Dynamische Grundgesetz:

eF,=my- a, mit a,=Vv;2/r fir die Zentripetalbeschleunigung und fiir die Bahnge-

Das Newtonsche Gravitationsgesetz ® Versuch einer Rekonstruktion

Zentral-
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O korper

(Erde)

Bild 12: Zentripetalkraft F, auf
den Umlaufkérper mq
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Gleich. [11]: Zentripetalkraft F»
auf den Umlaufkorper mq

F,=m,- -r

schwindigkeit vq = (2 - 7t - r)/T; eingesetzt, ergibt sich fur die Zentriptalkraft F,, mit der der Zentralkérper m, den

Umlaufkdrper mq anzieht, die Gleichung [11].

® Nach dem 3. Keplerschen Gesetz gilt gemaR Gleich. [7] fiir alle um ein und denselben
Zentralkérper sich bewegenden Umlaufkorper (Planeten) die durch den jeweiligen
Zentralkérper (hier jetzt m;) bestimmte Kepler-Konstante: T;2/a3=C, .

® Wegen der angenommenen Kreisform setzen wir auch hier fiir a=r und es ergibt
sich fiir die Kepler-Konstante des Zentralkdrpers (m,): C, =T;2/r3.

® Daraus folgt fir das Quadrat der Umlaufdauer T, des Umlaufkérpers my die Gleich.
[12].

® Wir setzen die Gleichung [12] in Gleichung [11] ein und erhalten fir die Kraft auf den
Kérper mit der Masse mq: Fo=my - [(4 - ®2)/(Cy - 13)] - 1.

® Nach dem Kirzen von r ergibt sich Gleichung [13].

Gleich. [12]: Umlaufdauer T
des Kdrpers mq

Gleich. [13]: Kraft Fp, die mp
auf mq ausibt

Hier ist C, die durch den Zentralkdrper m, bestimmte Kepler-Konstante (siehe Gleich. [7])

1.8 Gleichsetzung der Wechselwirkungskrafte

GemalR dem 3. Newton-Axiom mussen die oben niher bestimmten Krafte I?l und
F , dem Betrage nach gleich sein, d.h. wir kénnen die °

Gleich. [10]: Fy = (4 - w2/Cq) - (My/r?)
Gleich. [13]: F, = (4 - w2/Cy) - (My/r?)

und die

gleichsetzen und erhalten
mitF;=F, bzw. (4-m2/Cq) - (mMy/r2) = (4 - 12/Cy) - (My/r2).

Der Ausdruck (4 - ©2)/r2 lasst sich kiirzen und es bleibt: m,/C; =m4/C,.

Daraus folgt nach entsprechender Umformung die Gleichung [14]. Sie fihrt uns zu der fur
den nachsten Schritt sehr bedeutsamen Schlussfolgerung:

Das Produkt aus Masse m und Kepler-Konstante C ist ebenfalls eine Konstante.

m, -C, =m, - C; =const.

Gleich. [14]: Das Produkt aus
Masse und jeweiliger Kepler-
Konstante ist ebenfalls konstant.

9 Auf die besondere Bedeutung des 3. Newton-Axioms insbesondere fiir den »symmetrischen Aufbau« des Gravitationsgesetzes weist Max Planck
hin. Planck, Max: Einfihrung in die Allgemeine Mechanik, Leipzig 1920 (S. Hirzel), S. 36 und Cohen, I. Bernard: Revolutionen in der Naturwissen-

schaft, Frankfurt a. M. 1994 (Suhrkamp), S. 249 f.
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1.9 Das Newtonsche Gravitationsgesetz

Um an dieser Stelle das Zwei-Kérper-Modell wieder in den Blick zu nehmen, stellen wir 2

bei der Berechnung der Gravitationskraft F, eine Beziehung zu dem anderen Kérper her, F, =4-_7t UL
indem wir die Gleichung [13] erweitern mit der dort nicht enthaltenen Masse m, eben C, rZ m,
diesgs zweiten Korpers. Damit erhalten wir die in Gleichung [15] dargestellte Form zur Gleich. [15]: Erweiterung der Glei-
Bestimmung der Kraft F». chung [13] mit der Masse m; —
Da in Gleichung [16] das Produkt C, - m, im Nenner des ersten Bruches gemaR Glei- Durch Umformung ergibt sich:
chung [14] eine Konstante ist, muss wegen der ebenfalls konstanten Faktoren 4 und & 4. 72

m;-m
auch der gesamte erste Bruchterm (4 - 12)/(C, - m,) eine Konstante sein. Wir definieren F, —t2

diese Konstante als Gravitationskonstante G (Gleichung [17]) und kénnen damit schrei- Cz-m, r’

ben: F, =G - (my - my)/r2. Gleich. [16]: Der 1. Bruchterm ist
Durch die Definition des ersten Bruchterms aus der Gleichung [16] als Gravitationskon- die Gravitationskonstante G :
stante G wurden aus der Formel zur Berechnung der Anziehungskraft zugleich auch alle 4.2

astronomischen Bestimmungen entfernt. Damit gilt dieses Gesetz allgemein und daher C..m. =G
auch fir solche Korper, die nicht Bestandteile eines Systems aus Zentralkorper und ihn 2 2
umkreisenden Umlaufkérper sind. Die GroRe r ist jetzt auch nicht mehr als Radius zu Gl. [17]: Gravitationskonstante G

deuten, sondern als Abstand zwischen den Mittelpunkten der beiden sich gegenseitig r

anziehenden Korper. f‘ j
— —

Da die Betrage der Gravitationskrafte gleich sind, kann die indizierte Unterscheidung F, 1

formal aufgehoben werden und mit F; = F, = F ergibt sich die in Gleichung [18] angege- ¢ < )

bene lbliche Form des Newtonschen Gravitationsgesetzes.

Zu dessen Inhalt schreibt Max Planck: Das Gesetz »gibt nicht nur die Kraft an, mit wel- my mo
cher der Massepunkt m, von dem Massepunkt m; angezogen wird, sondern es stellt
auch die Kraft dar, mit welcher der Massepunkt m; von dem Massepunkt m, angezogen m. -m
wird. ... Dies ist ein spezieller Fall des dritten Newtonschen Axioms: des Prinzips der F=G -— 2
Gleichheit von Aktion und Reaktion (oder von Wirkung und Gegenwirkung) welches r
ganz allgemein besagt, daB jeder Kraft, welche ein materieller Punkt auf einen zweiten
ausibt, eine gleich grofRe und entgegengesetzt gerichtete entspricht, welche der zweite
Punkt auf den ersten ausiibt. Ein zur Erde fallender fallender Stein vom Gewicht G zieht die Erde mit der namlichen Kraft
G an wie die Erde den Stein. Dal die Erde sich nicht merklich gegen den Stein hin bewegt, liegt nur an ihrer gegeniber
dem Stein ungeheuren tragen Masse, welche nach [dem zweiten Newtonschen Axiom: F=m - a] durch die Kraft G nur
verschwindend wenig beschleunigt wird.«10

2

Gleich. [18]: Gravitationsgesetz

2. Nachbetrachtung
2.1 Kritische Anmerkungen zur Herleitung des Gravitationsgesetzes

Auch wenn bei dieser formalen Herleitung der Eindruck entstanden sein mag, die Konstante G im Gravitationsgesetz lieRe
sich mathematisch bestimmen, muss hier in aller Deutlichkeit betont werden: Die Gravitationskonstante G ist eine
Naturkonstante und muss daher experimentell bestimmt werden.11 Die Kenntnis der Gravitationskonstanten G ist fir die
praktische Anwendung des Gravitationsgesetzes unabdingbar. Wie sich deren Wert durch geeignete Messungen realisie-
ren lasst, wird grundlegend in dem Abschnitt Uber das Cavendish-Experiment erlautert. Die messtechnische Ermittlung
der Gravitationskonstanten G mit modernen Mitteln im Rahmen des Physikunterrichtes ist eines der zentralen
experimentellen Anliegen dieses Projekts. Sie wird auf der Seite Auswerten der Messdaten ausfiihrlich beschrieben.

Die mathematisch akzentuierte Form der obigen Herleitung legt moglicherweise die Vermutung nahe, dass sich das
Gravitationsgesetz ohne Briiche und Widerspriiche stringent aus den Newtonschen Axiomen und den Keplerschen
Gesetzen deduzieren lieRe. Mit seinen Gesetzen hat Johannes Kepler den auf der Grundlage astronomischer Beobach-
tungen gewonnenen empirischen Befunden eine mathematische Form gegeben. Sie sind insoweit empirisch, aber in der
Sprache der Mathematik geschrieben und damit gleichsam idealisiert. So bedeutsam die Keplerschen Gesetze fiir die
Entwicklung der Gravitationstheorie auch gewesen sein mogen, Kepler selbst gelang es nicht, eine zufriedenstellende
physikalische Erklarung etwa fir die Elllipsenbahnen oder die Umlaufzeiten der Planeten zu entwickeln. Zugleich haben
Johannes Kepler und andere Astronomen wie Tycho Brahe und Giovanni Domenico Cassini durch ihre akribischen
Himmelsbeobachtungen wertvolle empirische Hinweise geliefert, auf die sich Newton an zahlreichen Stellen seiner
theoretischen Darstellung der Himmelsmechanik und der Gravitation immer wieder bezogen hat. Wahrend Kepler seine

10 planck, a.a.0., S. 36. Vgl. auch Cohen (1994), a.a.0., S. 249 .

11 pie Gravitationskonstante G ist neben der Lichtgeschwindigkeit ¢ und dem Planckschen Wirkungsquantum h eine der drei »fundamentalen und
universellen Naturkonstanten« der Physik. Vgl. Gell-Mann (1994), S.289 f.


http://gravitation.hems-renewables.de/theorie/cavendish-experiment/elementarkraefte/
http://gravitation.hems-renewables.de/experiment/auswerten/erste-hinweise/
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theoretischen Erdrterungen im wesentlichen mit empirischen Befunden und eher zahlenmystischen Deutungen zu
begriinden suchte, beruhen die Erklarungen von Newton auf seinen allein durch theoretische Reflexionen gewonnenen
Axiomen, insbesondere auf der physikalisch nicht weiter begriindbaren, von Galilei bereits einige Jahrzehnte zuvor darge-
legten Spekulation einer kraftefreien Bewegung, namlich die der gleichférmigen und geradlinigen Tragheitsbewegung. In
einem Universum, dessen Zusammenhalt durch Gravitationskrafte bewerkstelligt wird, gibt es keinen Kérper, auf den
keinerlei Krafte wirken. Gleichwohl war diese Spekulation zwingend notwendig, um die Widerspriiche in der aristote-
lischen Mechanik zu tiberwinden (siehe dazu die historischen Hinweise in der Einfliihrung zu unserer Theorie-Seite). Diese
ebenso geniale wie kreative, aber auch mutige Abstraktionsleistung und die daraus erwachsene Erarbeitung einer ersten,
in sich schlissigen physikalischen Theorie im Sinne der modernen Naturwissenschaft sowie deren erfolgreiche Anwen-
dung auf empirische Gegenstinde wie die Massenanziehung in der mathematischen Form des Gravitationsgesetzes,
waren die herausragenden historischen Leistungen Newtons.

Fir Newton war es nicht einfach, sich mit seinen Prinzipien der Mechanik in der damaligen Wissenschaftlergemeinschaft
durchzusetzen. Die nur sporadischen Hinweise auf den »praktischen Nutzen« und die sparlichen Bezlige auf »experimen-
telle Beweise« in den »Principia« widersprachen den Wissenschaftsidealen der Royal Society, die seinerzeit in England die
entscheidende Instanz fiir die Anerkennung und Herausgabe naturwissenschaftlicher Publikationen war.12 Der Unterstiit-
zung und dem unermidlichen Einsatz Edmond Halleys (1656-1742), der 1682 den nach ihm benannten Kometen ent-
deckte, war es zu verdanken, dass Newton sein Werk 1687 unter der Herausgeberschaft der Royal Society 1687 in Druck
geben konnte. Allgemeine Anerkennung gefunden hat die Newtonsche Theorie allerdings erst, als sie sich auch in prak-
tischen Anwendungszusammenhangen als leistungsfahig und effektiv erwies. Einige bedeutsame Anwendungen sind in
dem Kapitel 3. Anwendungsbeispiele zum Gravitationsgesetz zusammengestellt.

2.2 Bedeutung und Funktion des Gravitationsgesetzes

In einem lesenswerten Aufsatz hat Richard Feynman das Gravitationsgesetz als »Schulbei- |,
spiel fir ein physikalisches Gesetz« bezeichnet. Es sei ein »groBes Gesetz« und »die | sichgegenseitigan. °

bedeutendste Verallgemeinerung ..., die dem menschlichen Geist je gegliickt ist.«13 Beein-

druckend sei vor allem seine Einfachheit: »Die Gravitation ist einfach und darum schon.«14
In einem anderen Essay heillt es bei Feynman: »Vergleichen Sie nur einmal die Verwirrung,
den Mangel an Selbstvertrauen, das unvollstdndige Wissen vergangener Epochen und ihre @

%
2

endlosen Debatten und unaufléslichen Paradoxien mit der Klarheit und Einfachheit dieses
Gesetzes — der Tatsache, daR alle Monde, Planeten und Sterne einer derart einfachen Regel
unterliegen und dal dariiber hinaus der Mensch dies verstehen und daraus folgern konnte, E

wie die Planeten sich bewegen miiRten! Dal erkladrt den Erfolg der Naturwissenschaften in

den darauffolgenden Jahren, denn es lieR hoffen, andere Phianomene unserer Welt

gehorchten moglicherweise ebenfalls so wunderbar einfachen Gesetzen.«15 Bild 13: Newton: »Alle Massen
ziehen sich gegenseitig an.«

Das Newtonsche Gravitationsgesetz ,erzwingt [...] flrr jede gebundene Bewegung eines
schweren Korpers um ein Zentrum eine in sich geschlossene Bahn und eine periodische <—rj
Bewegung auf dieser Bahn. [...] Damit gehdrt das Newtonsche Attraktionsgesetz zu den I_:’ I_:’

. g Lo . . . . 2 1
Bedingungen der Madglichkeit eigentlicher Wissenschaft, denn wéare auch ein anderes als
dieses Attraktionsgesetz denkbar, so ware mit ihm doch ein durchgangiges System der O
Relationen von Zeitnormen nicht zu konstruieren, mithin ein einheitliches MaRsystem der m
Physik nicht méglich, die je partikularen GesetzmaRigkeiten kdnnten nicht als notwendig in 1 2
einer Wissenschaft zusammenhangend gedacht werden. [...] Es bedurfte der Idee, daB der
Regularitdt der Erscheinungen am Himmel die gleichen Naturgesetze zugrunde liegen, die m, - m,
auf der Erde gelten, um Uber die bloRe Phoronomie [reine Bewegungslehre, sic] hinaus- F=G T
zukommen und von der Interpretation von Beobachtungsdaten zu deren theoretischer r
Konstitution, endlich zur experimentellen Erzeugung von MeRwerten zu gelangen.“16

m

Gleich. [19]: Gravitationsgesetz
Auf diese historische Bedeutung der Newtonschen Theorie als erste vollstdndige Theorie von Isaac Newton (1686)

der modernen Naturwissenschaft und des daraus gewonnenen Gravitationsgesetzes als

12 Vgl. Guicciardini, Niccolo: Isaac Newton — Ein Naturphilosoph und das System der Welten, Bellone, Enrico (Hrsg.): Die GroRen der Wissenschaft, in:
Spektrum der Wissenschaft Biographien, Heft 1/1999, S. 53 f. sowie Duhem, Pierre: Ziel und Struktur physikalischer Theorien (Erstausgabe 1908),
Hamburg 1998, S. 298 und ff. Vgl. auch: Cohen (1994), a.a.0., S. 239f.

13 Feynman, Richard P.: Vom Wesen physikalischer Gesetze (Erstausgabe 1965), Minchen Zirich 1993 (Piper Verlag), S. 20.

14 ebenda, S. 47. Vgl. dazu auch Bulthaup, Peter: Zur gesellschaftlichen Funktion der Naturwissenschaften, Frankfurt a. M. 1973, S.102 ff.

15 Feynman (2002), a.a0., S. 166 f. Vgl. auch Feynman (1993), a.a.0., . 41.

16 Bulthaup, Peter: Zur gesellschaftlichen Funktion der Naturwissenschaften, Frankfurt am Main 1973 (Suhrkamp). 102 f.
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dem in der damaligen Zeit wohl bedeutsamstem empirischen Naturgesetz, wurde bereits im vorangegangenen Abschnitt
hingewiesen. Bleibt zu fragen, was man mit dem Wissen liber die Gravitation und der Kenntnis des Gravitationsgesetzes
anfangen kann. Naheliegend ist die Moglichkeit, mit Hilfe des Gravitationsgesetzes die Anziehungskraft zwischen zwei
Massen oder andere GréRen, die in dem Gesetz enthalten sind, zu berechnen. Dariiber hinaus lassen sich Erscheinungen
wie beispielsweise die folgenden erklaren und physikalisch begriinden:

® Warum die Kraft, die den Mond auf seiner Umlaufbahn halt, ihrem physikalischen Wesen nach von gleicher Natur ist
wie die, die die Gegenstdnde zur Erde anzieht.

® Wie man die Geschwindigkeit berechnen kann, auf die man einen Koérper beschleunigen muss, dass er nicht mehr
zur Erde zurlickfallt, sondern sie umlauft, oder gar deren Anziehungsbereich verlasst.

® Warum die Bahnen der Planeten Ellipsen sein miissen (Keplersche Gesetze).
® Gezeiten: Warum sich die Wassermassen bei den Ubergingen von Ebbe und Flut in Bewegung setzen.

® Dass die Erde rund ist, weil alle Massen zu einem inneren Zentrum, dem Erdmittelpunkt, hin angezogen werden und
warum sie an den Polen abgeplattet ist.

® Wie man Himmelskoérper in Planetensystemen voraussagen kann, obwohl sie noch nicht sichtbar sind.
® Was Atome und Galaxien zusammenhalt, weil die Schwerkraft grenzenlos wirkt.

® Wie neue Sterne entstehen und alte unsichtbar (schwarze Locher) werden.

® Warum Korper mit unterschiedlichen Massen im freien Fall gleich schnell zur Erde fallen

® Wie man die Masse und die Dichte der Erde oder anderer Planeten bestimmen kann.

Zwei in der Offentlichkeit viel beachtete Ereignisse aus der jiingsten Zeit verweisen auf die Aktualitit des Themas
»Gravitation«:

1. Im Januar 2016 sagen zwei Astrophysiker aus Pasadena (USA) die Entdeckung eines weiteren Planeten in unserem
Sonnensystem auf Basis der Newtonschen Gravitationstheorie voraus. Mehr dazu im folgenden Abschnitt.

2. Der Nachweis der von Einstein vorausgesagten Gravitationswellen. In einer internationalen Pressekonferenz der
beteiligten Institute verkiindeten Wissenschaftler im Februar 2016 einen vorlaufigen Hohepunkt in der Geschichte
der Gravitation: Was sich Einstein selbst nicht vorstellen konnte, ndmlich den direkten experimentellen Nachweis
von Gravitationswellen, weil sie nach seiner Einschatzung fiir eine Messung viel zu schwach seien, gelang Wissen-
schaftlern der LIGO-Kooperation (Laser Interferometer Gravitation Wave Obsevatory) in den Observatorien von
Hanford (Washington) und Livingston (Louisiana) unter maRgeblicher Beteiligung des Max-Planck-Instituts fir
Gravitationsphysik in Hannover. Am 14. September 2015 wurden in den beiden US-Observatorien die durch den
ZusammenstoR von zwei Schwarzen Léchern ausgeldsten Gravitationswellen direkt mit einem Laser-Interfero-
meter gemessen. Die kollidierten Schwarzen Locher hatten eine 29- und 36-mal so groBe Masse wie unsere Sonne.
Sie verschmolzen wahrend der Kollision zu einem neuen Schwarzen Loch, das jedoch nur noch 62 Sonnenmassen
schwer war. Die Differenz von 3 Sonnenmassen wurde geméaR Einsteins Prinzip der Aquivalenz von Masse und
Energie in Energie umgeformt und als Gravitationswelle abgestrahlt. In den US-amerikanischen LIGO-Instituten
wurden dadurch ausgel6ste Signale zweifelsfrei als Gravitationswelle identifiziert und registriert. Die erfolgreiche
Messung einer weiteren Gravitationswelle folgt kurze Zeit spater am 26.12.2016.17

Empfehlung: Recht anschaulich werden Gravitationswellen in dem Video »Gravitationswellen - Wellen in der
Raumzeit« des Max-Planck-Instituts fir Gravitationsphysik dargestellt: MPI-Video »Gravitationswellen«.

Exemplarisch sollen im Folgenden einige dieser Anwendungen des Gravitationsgesetzes genauer dargestellt werden.

17 Vgl. Darmstadter Echo vom 11.2.2016 sowie Hornung, Helmut: Der Kosmos bebt, sowie ders.: Die Suche nach dem zarten Zittern und Mokler,
Felicitas: Interview Gravitationswellen, in: MaxPlanckForschung (MPF) Heft 1/2016, S. 79-81, S. 82-85 und S. 86-87. Erneute Messung von Gravi-
tationswellen (26.12.2016): Gravitationswellen, die Zweite, in: MaxPlanckForschung MPF Heft 2/2016, S. 47. Vgl. auch die Wikipedia-Artikel »Gravi-
tationswelle«, »LIGO« und »Gravitationswellendetektor«. Uber Einsteins »neue Theorie der Gravitation, der er den Namen , Allgemeine Relativi-
tatstheorie gibt,” vgl. Rovelli, Carlo: Sieben kurze Lektionen iber Physik, Reinbek 2015 (Rowohlt), S.9 ff.
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3. Anwendungsbeispiele zum Newtonschen Gravitationsgesetz

3.1 Entdeckung des Planeten Neptun (1846)

Ein erster spektakuldrer Beweis fiir die Leistungsfahigkeit der Newtonschen Gravitationstheorie

war deren Anwendung im Vorfeld der Entdeckung des Planeten Neptun. Der 1781 von Wilhelm

Herschel entdeckte Planet Uranus zeigte bei genaueren Beobachtungen seiner Umlaufbahn

zum Teil erhebliche Abweichungen von der berechneten Bahn. Der franzdsische Astronom

Urbain Leverrier (1811 — 1877) folgerte aus der Kenntnis dieser astronomischen Befunde und

aus eigenen Berechnungen, die er auf der Grundlage der Newtonschen Gravitationstheorie

durchfiihrte, dass es noch einen weiteren Planeten geben misse, der diese Bahnstérungen des

Planeten Uranus verursachte. 18 Er gewann den deutschen Astronomen Johann Gottfried Galle

(1812-1910) fir seine Idee. Galle war an der Sternwarte Berlin tétig und fand tatsachlich am

23.9.1846 einen neuen Planeten in unmittelbarer Ndhe der von Leverrier vorausberechneten

Postion. Diese Entdeckung des Planeten Neptun war »ein Uberragender Erfolg der Gravita- gy 14: Urbain Leverrier
tionstheorie Newtons!«19 (1811-1877)

Auf die Methode, von beobachteten Bahnabweichungen eines

Planeten auf die Existenz eines weiteren, bis dahin noch nicht

entdeckten Himmelskorpers zu schlieBen, hat Newton in

seinen »Principia« selbst hingewiesen. Er schatzte zwar »die

gegenseitigen Einwirkungen der Planeten« im Vergleich zum

Einfluss der Sonne auf die Planeten als »unbedeutend« ein, Bild 15: Neptun im GréRenvergleich zu den anderen Planeten
machte aber gleichwohl fiir Bahnabweichungen wie etwa die (Absténde nicht maRstablich)

des Saturn andere Himmelskorper verantwortlich. So vermutete Newton in der Umgebung des Saturn den Einfluss von
Kometen auf dessen Bahn.20

Richard Feynman sieht in der Entdeckung des Neptun auf der Basis des Gravitationsgesetzes ein Indiz dafir, dass ein sol-
ches »Gesetz, wenn es richtig ist, zum Aufspiiren eines anderen benutzt werden kann.« Diese Aussage ist als prinzipielle
Entwicklungsmoglichkeit sicherlich zutreffend. Spekulativ hingegen ist seine Verkniipfung des Gravitationsgesetzes mit
der Entdeckung der Lichtgeschwindigkeit: »Hatten wir das Gesetz von der Schwerkraft nicht erkannt und mithin nicht ge-
wuBt, was wir von den Jupitermonden zu erwarten haben, hatten wir viel langer gebraucht, um die Lichtgeschwindigkeit
zu berechnen.« Kritikwiirdig ist insbesondere die als Konkretisierung gedachte Behauptung tber die astronomischen For-
schungen des danischen Astronomen Ole Rgmer (1644-1710). Rgmer hatte 1676 auf der Grundlage von Beobachtungs-
daten (iber die Jupitermonde nachweisen konnen, dass die Lichtgeschwindigkeit endlich sei.?! Dazu bemerkt Feynman:
»Rgmer vertraute dem Gravitationsgesetz ... und kam zu dem interessanten SchluB, daf das Licht eine gewisse Zeit
braucht, um von den Jupitermonden zur Erde zu gelangen, dafl wir im Teleskop also nicht die Monde sehen, wie sie
jetzt sind, sondern wie sie vor der Zeit waren, wahrend der das Licht zu uns unterwegs war.« 22

Offenkundig hat der von uns ansonsten Uberaus geschatzte Physiker Feynman bei seiner Kommentierung der Arbeiten
von Rgmer die historische Tatsache (bersehen, dass Newton sein Gravitationsgesetz erst etwa ein Jahrzehnt nach der
Entdeckung von Rgmer verdffentlicht hat. Bleibt noch der Vollstandigkeit halber zu erwdhnen, dass zwei Jahre spater der
niederlandische Physiker Christiaan Huygens (1629-1695) u.a. mit den Beobachtungsdaten von Rgmer fur die Lichtge-
schwindigkeit einen Wert von 212 222 km/s berechnet hat.23

Zuriick zur Entdeckung des Planeten Neptun im Jahre 1846. Dieser historische Hinweis hat in jingster Zeit einen hoch-
aktuellen Bezug erhalten: Mit dhnlichen Methoden, wie sie Leverrier unter Bezugnahme auf die Newtonsche Gravitations-
theorie angewendet hat, wurden deutliche Anzeichen dafiir gefunden, die die Existenz eines weiteren Planeten in unserem

18 Vgl. Wolfers, J.Ph.: Vorwort und Erlduterungen, in: Newton, Isaac: Mathematische Prinzipien der Naturlehre (Principia), London 1713 (2. Aufl.), S.
VIl (Vorwort), S. 657 und 659 sowie Wikipedia: Urbain Le Verrier, Neptun und Johann Galle. Zu &hnlichen Ergebnissen kam unabhdngig von
Leverrier auch der englische Astronom John Couch Adams (1819-1892). Vgl.: auch Feynman, a.a.0., S. 31 und Zekl, Hans: Die unerzéhlte Geschichte
der Neptun-Entdeckung, astronews.com vom 23. Mai 2003.

19 Kornelius, Martin: Einstein light, Miinchen 2005 (DTV), S. 57.

20 Newton: Principia, a.a.0, S. 533 und 534. Vgl. auch: Laue, Max von: Geschichte der Physik, Frankfurt am Main 1958 (UllIstein), S.37.

21 Rgmer, Olaf: Die Entdeckung und die Berechnung der Lichtgeschwindigkeit 1676, mit einer deutschen Ubersetzung des Beitrages von Rémer im
Journal des Sgavans von 1676 von Renate Loosen, Stuttgart 1983 (Belser Verlag). Online-Version in: Ole Rgmer & die Lichtgeschwindigkeit

22 Samtliche Feynman-Zitate: Feynman, Richard: P., a.a.0.,S. 30 f.

23 Huyghens, Christiaan: Abhandlung (iber das Licht (Erstausgabe: 1678), Nachdruck in deutscher Ubersetzung herausgegeben von Eugen v. Lommel
und Ubersetzt von Rudolf Mewes, Leipzig 1890.
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Sonnensystem als sehr wahrscheinlich erscheinen lassen. Im Wissenschaftsmagazin »Science« vom 20.1.2016 wird in
einem Artikel iber die Forschungen der beiden Astro-Physiker Mike Brown und Konstantin Batygin vom California Insti-
tute of Technology (Caltech) in Pasadena (USA) berichtet.

»Jetzt hat er (Mike Brown) sich der Jahrhunderte alte Suche nach neuen Planeten angeschlossen. Seine Methode
—folgern der Existenz von Planet X aufgrund der Wirkung seiner geisterhaften Schwerkraft— hat eine respektable
Bilanz. Im Jahr 1846 hat beispielsweise der franzésische Mathematiker Urbain Le Verrier die Existenz eines
riesigen Planeten aufgrund von UnregelmaRigkeiten in der Umlaufbahn des Uranus vorhergesagt. Astronomen an
der Berliner Sternwarte fanden den neuen Planeten, Neptun, wo er sein sollte, eine funkenspriihende Medien-
sensation.«24

Weitere Beispiele zur Anwendung des Gravitationsgesetzes sind im Folgenden dargestellt.

3.2 Bestimmung der Masse der Erde

Sind die experimentell zu bestimmenden Werte der Gravitationskonstanten G und der (Hm
Erdbeschleunigung g an einem gegebenen Ort bekannt, so ldsst sich mit Hilfe des

Gravitationsgesetzes und dem zweiten Newton-Axiom die Masse der Erde berechnen.

Dazu betrachten wir einen im Vergleich zur Erde kleinen Probekérper mit der Masse m,

der an einem bestimmten Ort auf der Erdoberflache liegt (Bild 16). Vereinfachend stellen

wir uns vor, dass sowohl die Erdmasse M als auch die Masse m des kleinen Korpers

jeweils in ihrem Mittelpunkt verdichtet seien, so dass beide Koérper als Massepunkte

betrachtet werden kdnnen. Da der Radius der Masse m des kleinen Korpers gegeniiber

dem Erdradius R vernachlassigbar klein ist, ist der Mittelpunktabstand der beiden

Massepunkte etwa so grol8 wie der Radius R der Erde.

Die Gewichtskraft Fg= m - g eines Korpers mit der Masse m auf der Erdoberflache ist

gemaR dem 2. Newton-Axiom gleich der Anziehungskraft gemaR dem Gravitationsgesetz Bild 16: Kdrper mit der Masse

zwischen ihm und der Erde (Masse M). Demnach gilt: m liegt auf der Oberflache der
Erde mit der Masse M

FG:m-g:G-m'LvI Gleich. [20]
R
gegeben sind:
g=9,81 m/s? (mittlerer Wert der Fallbeschleunigung)
R=6371km=6,371-10°m (mittlerer Erdradius)
G=6,673 10" m3/(kg - s?) (Gravitationskonstante)

Lésung:

Die Masse m des Korpers wird aus der Gleichung [20] herausgekiirzt und die Gleichung anschlieBend nach der Masse M
der Erde umgestellt:

M .
g= G-? Gleich. [21]
m 6, \2
v gR®_ 9,81?(6,371-10 m)

3
G 6,673-10_M
kg-s?

M =5,967-10* kg

24 Hand, Eric: Number 9: A new giant planet, still unseen, appears to be shaping the orbits of objects beyond Neptune. in: Science, 22. Januar 2016,
Band 351, Ausgabe 6271, S. 330 — 333, https://doi.org/10.1126/science.351.6271.330.
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3.3 Dichte und Fallbeschleunigung der Erde

Nachdem die Masse der Erde bestimmt werden konnte, war es auch moglich geworden, deren mittlere Dichte zu be-
stimmen. Denn dazu musste die Masse der Erde lediglich durch deren Volumen dividiert werden. Die Volumenberechnung
setzt allerdings voraus, dass die Erde wieder vereinfacht als Kugel mit einem mittleren Radius R angenommen wird.

gegebensind:  R=6371km=6,371-10°m (mittlerer Erdradius)
M =5,967 - 10** kg (Masse der Erde)

Mit diesen Werten lassen sich Volumen V und Dichte p der Erde wie folgt berechnen:

Dichte der Erde:
p M it v=2inRe Gleich. [22]
Vv 3
M 5096710 kg
P =7 =2

—.n-R* —.m-(6,371-10°m)®
3 3

p=5,510°kgm™

Fallbeschleunigung g:

Zur Bestimmung der Fallbeschleunigung g gehen wir wiederum von den bereits unter 2. gewdhlten Voraussetzungen aus
und legen auch hier wieder das Bild 16 sowie die mit Gleich. [20] identische Gleich. [23] als Ansatz zugrunde:

m-M
R2
Hier wollen wir allerdings annehmen, dass unser Probekérper mit der Masse m frei zur Erde fallt. Frei bedeutet hier, dass
er sich unbehindert durch irgendwelche Hindernisse frei auf die Erde zubewegen kann. Voéllig unbehindert kann er nur
fallen, wenn sich ihm keine Materieteilchen in welcher Art auch immer entgegenstellen, und dies ware uneingeschrankt
nur im Vakuum moglich. Unter dieser Voraussetzung konnen wir die raumlichen Randbedingungen der Fallbewegung

auller Betracht lassen und zur Berechnung der Fallbeschleunigung die Gleichung [23] nach g umstellen. Dazu kiirzen wir
auch hier die Masse des fallenden Probekorpers m heraus und erhalten fir die Fallbeschleunigung die Formel:

Fe=m-g=G- Gleich. [23]

M
g= G'? Gleich. [24]

Damit lasst sich nicht nur die im erdnahen Bereich (d.h. Fallhdhe h << Erdradius R) wirksame Fallbeschleunigung g
berechnen. Zudem erfdhrt die etwa 50 Jahre vor der Entdeckung des Gravitationsgesetzes von Galilei mit anderen
Argumenten behauptete Unabhangigkeit der Fallbeschleunigung von der Masse der fallenden Korper eine physikalische
Begriindung. »Im Vakuum fallen alle Kérper gleich schnelll«, hieR es bei Galilei. Und in der Tat, wenn sich die Masse des
frei fallenden Korpers herauskiirzen Iasst, gilt die Gleichung [24] prinzipiell fir jeden frei fallenden Kérper, egal welche
Masse er besitzt. Damit war zugleich geklart, dass die Beschleunigung frei fallender Korper nicht von deren
Merkmaleigenschaften bestimmt wird, sondern allein von denen des Zentralkorpers, der sie anzieht, d.h. von dessen
Masse M und Radius R.

Bleibt noch zu erwahnen, dass die Fallbeschleunigung g zwar mit der Fallhéhe h variiert, weil die Anziehungskraft nach
dem Gravitationsgesetz von dem Abstand r =R+ h zwischen den Massen m und M abhangig ist. Sie kann jedoch im
erdnahen Bereich als konstant angenommen werden, solange die Fallhéhe h deutlich kleiner als der Erdradius R ist
(d.h. h << R). Denn damit gilt die in Gleichung [24] vorausgesetzte Annahme, dass r = R, weil h vernachlassigbar klein ist.
Die Formel fir die Fallbeschleunigung gilt freilich nicht nur fir die Erde, sondern prinzipiell fiir alle anderen
Himmelskorper. So kénnen damit beispielweise auch die Fallbeschleunigungen auf den (ibrigen Planeten unseres
Sonnensystems berechnet werden.
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3.4 Bestimmung der kosmischen Geschwindigkeit

Newton hat mit seinem Satelliten-Modell (siehe Bild 7 in der Einflihrung) ge- Vo
zeigt, dass ein waagerecht von einem hohen Berg aus geworfener Kérper umso g
weiter entfernt auf der Erde auftrifft, je hoher seine Abwurfgeschwindigkeit v,
ist (siehe Bild 17). Wird die Abwurfgeschwindigkeit so weit erhéht, dass der
Korper gar nicht mehr auf der Erde auftrifft, sondern die Erde umlauft, bezeich-
net man diese Geschwindigkeit als 1. kosmische Geschwindigkeit. Es handelt
sich demnach um jene Geschwindigkeit, auf die ein Satellit mit der Masse m von
der Oberflache eines Zentralkérpers wie z.B. von der Erde aus mindestens
beschleunigt werden muss, damit er den Zentralkérper mit der Masse M gerade
umkreist. Der Einfacheit halber nehmen wir an, dass der Radius r der Umlauf-
bahn des Satelliten nur geringfligig groRer sei als der des Zentralkérpers und
rechnen mitr =R.

Hyperbel

Parabel

Bild 17: Wurfbahnen eines Korpers, der von
einem hohen Berg aus waagerecht gewor-

Um den Satellit auf eine Kreisbahn zu zwingen (siehe Bild 18), bedarf es einer fenwird.
zum Mittelpunkt gerichteten Zentripetalkraft F, deren Betrag sich wie folgt be-
rechnen lasst:

Satellit mit der Masse m

. Ve m-v .
Fz =Mm-a, mit a,=m-— gilt: Fz = ——— Gleich. [25]
r r
Zgntral—
Erzeugt wird diese Kraft durch die Gravitationswirkung, die der Zentralkérper auf ,kﬁ{pdeg,

den Umlaufkérper ausiibt. Ihr Betrag berechnet sich nach dem Gravitations- Ailgez

gesetz. Demnach gilt fiir die von dem Zentralkérper auf den Satelliten ausgeiibte
Gravitationskraft:

m-M
Fe=G- ¥ Gleich. [26]

Umlaufbahn mit dem Radius r

Bild 18: Satellit mit der Masse m umkreist
. e s einen Zentralkorper mit der Masse M und
Setzen wir Fg = F7, so ergibt sich: dem Radius R auf einer Umlaufbahn mit
dem Radius r (r *R)

Fe = F5, ergibt:
m-v: . m-M

- G.
R R?

Gleich. [27]

Kirzen wir m und einmal R aus der Gleichung [27], und stellen die Formel nach v um, so ergibt sich fur die Berechnung
der 1. kosmische Geschwindigkeit v folgende Formel:

Vi = ‘/ G-% Gleich. [28]

Setzen wir in die Gleichung [28] die Masse und den Radius der Erde ein (Werte siehe Kapitel 3.2 oben), so ergibt sich fir
die Erde folgende 1. kosmische Geschwindigkeit:

M -11 m3 5’ 967 .1024 kg
vV, =,/G.-— = 6, 673-10 . "
K \/T kg-s®* 6,371-10°m Gleich. [29]

vV, =79056m/s=7,9056 km/s =28460 km/h

Wird die Abwurfgeschwindigkeit weiter erhoht, kann er sich von dem Zentralkorper entfernen. Je nach Geschwindigkeit
entsteht zunachst eine elliptische Umlaufbahn, bei weiterer Erhohung der Geschwindigkeit verlasst er das Gravitations-
feld auf einer parabel- oder hyperbelformigen Bahn (siehe Bild 17).

15


http://gravitation.hems-renewables.de/theorie/einfuehrung/

Jochen Sicars

Das Newtonsche Gravitationsgesetz ® Versuch einer Rekonstruktion

Als 2. kosmische Geschwindigkeit bezeichnet man jene Geschwindigkeit, auf die ein Kérper beschleunigt werden muss,
um das Gravitationsfeld des Zentralkorpers zu verlassen. Sie wird auch Fluchtgeschwindigkeit v¢ genannt und kann nach
folgender Formel berechnet werden.

Ve = 2-G-%

Gleich. [30]

Auf die relativ komplexe Herleitung der Formel fiir die 2. kosmische Geschwindigkeit und auf Hinweise zur 3. kosmischen
Geschwindigkeit (Fluchtgeschwindigkeit aus dem Sonnensystem) soll hier aus Platzgriinden verzichtet werden.2® In der
folgenden Tabelle sind die verschiedenen kosmischen Geschwindigkeiten und die daraus resultierenden Bahnformen
(siehe Bild 17) von Bewegungen im Gravitationsfeld der Erde zusammengestellt:

Startgeschwindigkeit

Bahnform

Beispiel

v<vg=7,9km/s

Korper fallt zur Erde zurlick

Rakete bei Ausfall einer Antriebsstufe

v=vg=7,9km/s Kreisbahn Satelliten auf niedriger Umlaufbahn
Vk<Vv<Vg=11,2 km/s Ellipse viele Forschungssatelliten

v =vg=11,2 km/s Parabel Pioneer-Raumsonden

v >ve=11,2 km/s Hyperbel

Quelle: Hoche, Detlef u.a.: Physik Abitur — Duden Basiswissen Schule, Mannheim 2010 (Duden Verlag), S. 125.

Der Apfel fallt ...

Es muss ein schoner Sommertag ge-
wesen im Jahr 1665. Da legte sich
Isaac Newton ins griine Gras, das um
sein Elternhaus in Woolsthorpe nahe
Cambridge wuchs, und schaute in den
Himmel, genauer: in die Krone eines
Apfelbaums. Als ein Apfel zu Boden
fiel, dachte der junge Mann: ,Warum
missen Apfel immer senkrecht zu
Boden fallen, warum nicht seitwarts
oder aufwarts, warum immer Richtung
Erdmittelpunkt?“ So sagt es die Le-
gende. Was sicher ist: Newton erfand
bald darauf das Gravitationsgesetz.

Suddeutsche Zeitung vom 31.12.2020 (Bild: in
Anlehnung an Orear, S. 79)

25 Vgl. Wikipedia: Fluchtgeschwindigkeit (Raumfahrt) sowie Bindungsenergie. Siehe auch LEIFI-Physik: Kosmische Geschwindigkeiten sowie Feynman,

Richard P. u.a.: Tipps zur Physik, Berlin/Boston 2015 (de Gruyter), S. 70-72.
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Vergrollerte Darstellung stark verkleinerter Abbildungen

Alle Massen ziehen
sich gegenseitig an.

Bild 1: »Alle Massen ziehen sich gegenseitig an.« (Newton) — zurlick zum Text: Bild anklicken!

Bild 2: Sternenhimmel tGber Arosa (CH) — zuriick zum Text: Bild anklicken!

MaRstabliche Darstellung

Erde Mond
. .
L Entfernung: 60 x Erdradius = 384 000 km J
Erdradius: 6371 km Mondradius: 1738 km

Bild 3: MaRstabliche Darstellung der Erde—Mond—Entfernung —zurlick zum Text: Bild anklicken!
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